Chapitre 1 :

Introduction aux systemes asservis.

Un systeme automatique est un dispositif qui géhétat d’'une ou plusieurs sorties en
fonction de I'état d’une ou plusieurs entrées.

En fonction du systéme, les grandeurs caracténessigl’entrée et de sortie peuvent étres
binaires (tout ou rien), analogiques ou numériqaembinaisons de variables tout ou rien).

1. Généralités, historique et classification des ddifés types de
systemes automatiques.

a. Systéme combinatoire.

La ou les variables de sortie sont commandéespavéau logique
d’une ou plusieurs combinaisons logiques des viasatientrées.

S'il fait nuit, alors on allume la lumieére.

Cette logique fait appel aux travaux du mathémati@anglais George
BOOLE qui publie en 1847 « Mathématical Analysikagic » (dans
cette publication il soutient que la logique dditeérattachée aux
mathématiques et non a la philosophie comme c'letaias a
I'époque).

b. Systéme séquentiel.

Les variables de sortie sont commandées par uegsos organisant
I'ordre des sorties. L'état des variables d’entré&st plus le seul
paramétre, mais I'état du systeme (tache effectaébe en cours, tache
a accomplir) est lui aussi pris en compte.

Je me leve, puis je me lave puis je m’habille.

L’outil qui décrit ces systémes est le GRAFCET ,auipoint entre
1975 et 1977 par un groupe d’universitaires et distriels francais
(au sein de 'AFCET : Association Francgaise pouCgbernétique
Economique et Technique).

c. Systéme asservis.

La variable d’entrée est modifiée par la varialdesdrtie. Cette
modification est graduelle, les grandeurs sontaqles.

Je suis le groupe a 5m de distance.

L'un des premiers régulateurs est le régulateuoalbs proposé en
1789 par l'ingénieur anglais James WATT qui perdiélapter la
vitesse de sortie de la machine aux variationstadege.

Par contre la regulation implique des risques dtatslité qui ont été
étudié des le T8°siécle par MAXWELL (1831-1879) ; ROUTH (1831-
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1907) ; CAUCHY (1787-1857) ; STURM (1803-1855) ;RWITZ
(1859-1919). \

A la fin du 19M°siécle et au début du 2Fsiécle le développement des
applications de I'électricité nécessite la misepmint de régulateurs
simples de tension, courant, fréquence. Des régutatplus complexes
sont aussi étudiés et notamment en 1911 Elmer SPHRRduit le
régulateur PID (Proportionnel, Intégral, Dérivé}ype de régulateur
encore utilisé de nos jours.

C’est a cette époque que les électroniciens sarft@atés aux
problemes de I'amplification, notamment pour l&gdonie a longue
distance.

Vers 1930 les électroniciens Harold Stephen BLACHaery
NYQUIST développent des amplificateurs a contretiga ou, au lieu
d’utiliser des équations différentielles, ils me=suirexpérimentalement
la réponse en fréquence du systéme : c’est le disblanalyse
fréquentielle. A partir de 1940 Hendrik BODE cohtre au
développement de cette méthode en introduisanbkiens de marge
de gain et marge de phase (notions que nous uthsedurant I' année
scolaire prochaine....).

La seconde guerre mondiale a été I'occasion d’'ysprachement du
point de vue des électroniciens (analyse fréquiémtiet du point de
vue des mécaniciens (analyse temporelle par leati&mns
différentielles). Ce rapprochement s’est fait Idesla conception, par
les Américains, d’'un systéeme d’armes capablesaltaite des avions
en vol (ainsi que les V1 allemands).

Albert HALL a montré en 1943 que l'utilisation desnsformées de
LAPLACE (Pierre Simon de LAPLACE 1749-1827) perauait
d’aboutir aux fonctions de transfert faisant aifesjonction entre les
équations différentielles des mécaniciens et I'gsalfréquentielle (ou
harmonique) des électroniciens.

d. Systeme échantillonné ou numérique.
Les grandeurs de commande ou de sortie sont tramsés en
échantillons ou mots binaires, qui sont traitésisétjellement pour
créer les lois de commande.

Nous n’aborderons en classes préparatoires que :

Les systémes combinatoires et séquentiels eh PTS
Certains systémes asservis en PTSI et BB(2" ordre).

Les systémes échantillonnés, et les autres syst@ssesvis seront étudiés en
cycle ingénieur.
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2. Notion de bouclage (rétroaction).

Dans de nombreuses applications industrielleaui fnaintenir a des valeurs
déterminées des grandeurs physiques (vitesseateoroti’'un moteur, température
d’un four,...) quellegjuesoientiesperturbations (variation du couple résistant,
ouverture de la porte du four, ...) qui peuvent ieflaur ces grandeurs.

On est donc amené a concevoir des systemes, oandeyr de sortie s’aligne
rigoureusement sur la grandeur souhaitée (entréemaigne), quel que soit
I'environnement. On y parvient en appliquant urteogction de la sortie sur I'entrée.
On réalise ainsi un systéeme bouclé dit systemeanasse

a. Exemple : Conduite d'un four.
L’opérateur doit garantir une température de 10@t@térieur d’'un four. Si
ce systéme ne renvoi pas une image de la temp&atlintérieur de
I'enceinte, il est impossible de la certifier :

Perturbation
( ouverture
porte du four)

Pourvu que ¢a marche ...
Je n'ai aucune

information sur la sortie.
Je suis aveugle !

SEDJ Consigne Eammands Sortie
& e (| (100c) (débit) (80C)
T Commande Systéme
f? | de débit du (IR !(’four) I
combustible

Opérateur

Ce type de systeme , dit en boucle ouverte, negigras de faire évoluer
I'entrée (consigne ou état souhaité) en fonctiotadmrtie du systeme (état
réel).

La prise de température a I'intérieur de I'enceieteson action sur I'entrée
rend ce systéme asservi, et permet de garanésidtat.

Perturbation
( ouverture
porte du four)

Je compare la consigne (100T)
ala mesure (80C)

et j'ajuste en conséquence (+20<C)
jusqu'a avoir 100 dans le four.

Commande H
. il Sortie
o o) | e
Commande Systeme
combustible

Opérateur

Mesure
(80T)

Un bouclage apparait donc chaque fois qu'au coursuhe opération, un systeme prend en
compte I'observation de son état pour le modifier
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b. Modeéle :
Le schéma précédent peut étre représenté parédensckuivant :

Consigne,, Sorti
e(t) SYSTEME s(t)

Ce modele schéma bloc permet de relier une entuée &ortie, en observant
le systeme globalement. Dans notre cas, nous pswle&ssiner un autre
schéma plus structurel (faisant apparaitre la @¢atish du systeme).

Perturbation:
Commande y
Comparateur débit
=20°C spl {1 & Sortie
Commande de déb »] Systtme |[—»——--——»
Consigne de combustible (four) (80°C)
100°C)

Mesure (80°C)

Capteur |«

c. Structure générale d’'un systeme asservi.
Un systéme asservi peut étre modélisé par le sch#mtonnel appelé
schéma bloc suivant :

] Perturbation:
Régulateur Signal de
""""""""""""""" "y commande
N I .| Systéme S ,
i Correcteur i Actionneu dynamique
Consigne;, — ) — Grandeur
S e ST T - . V A . de Sortle
S Chainedirecte ou chainal’action
Mesure
Capteur )
— _J
~"

Chainede retour ou chainale réaction

Il est caractérisé par deux chaines :

* Une chaine directe ou d'action assurant les famgtile commande et de
puissance

* Une chaine de retour ou de réaction assurant &ifonde mesure.

Le régulateur élabore le signal de commande arpkartiécarte (ou erreur)

constaté entre la consigne et la mesure issueplawall comporte :

* Un comparateur élaborant le signal d’erreur

« Un préamplificateur (non représenté) adaptantueani de ce signal ;

» Un correcteur modifiant l'allure de la commande ipannéliorer les
performances du systeme.

L’actionneur fournit la puissance au processusrérh signal élaboré par le
régulateur.
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Le systeme dynamique (ou processus) évolue seddoitephysiques le
caractérisant, afin d’apporter la valeur ajoutés raatiere d’ceuvre.
Cependant, il peut subir des perturbations extageprévisibles ou non.

3. Qualités des systemes asservis.

Le cahier des charges d’'un systéme asservi imposerntain nombre de performances
portant sur les comportements en régime étgioBcfsion) et en régime transitoire

(rapidité etstabilité).

Ces trois caractéristiques sont étroitentiéats Il faut donc les rendre compatibles, ce
qui passe souvent par la recherche darrecteur approprié, car les exigences de
précision et de stabilité imposent généralementélglages contradictoires.

a. Précision.

Sous Il'action d’'un des signaux d’entrée typgsci-dessous, un systeme linéaire
tend a présenter en sortie un sigggdu méme type. Si, en régime établi (au bout
d’'un certain temps), il existe une différence emdraortie et I'entrée, alors il y a

uneerreur permanente.

| Entrée Echelon |

Erreurstatique &g
€o ou deposition

\ ¢
IA

S

Eo

to

Entrée Rampe

} Erreur detrainage &r
ou desuivi

So

Sy : Réponse a une rampe

b. Rapidité.

La rapidité, c'est le temps que met le systemegiré une variation brusque de la
grandeur d’entrée (échelon). La valeur fin8lede sy €étant souvent atteinte de
maniere asymptotique, la rapidité est généraleroardctérisée par leemps de
réponse k a 5%. C’est le temps mis par la réporggepour que :

| t2tpey = 09505, <s( < L0505,

| Régime amorti |

tg & 5%

| Régime oscillant amorti

D1%

tg & 5%
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Dans le cas du régime oscillant amorti, on comgtemps de réponse par le
premier dépassement exprimé en %, qui caractériamplitude des
oscillations :

S -S
D1%=1OOE~M%

00

c. Stabilité.

Pour la grande majorité des systemes, on ne psuagepter, qu’'a consigne
constante, la grandeur de sortie ne converge pasuree valeur constante
comme ci-dessous :

| Oscillant non amorti | Non oscillant non amorti

S St

-~ n A

NS .
J 1 R :
| t

Le comportement que I'on souhaite normalement abest semblable a ceux
proposes ci-dessous :

Oscillant amorti Non oscillant amorti

to

Si 'amortissement est trop important (cour®g, cela conduit a une perte
significative de rapidité pour le systeme. La ré&mi® propose un bon
compromis entreamortissementet rapidité pour un systeme oscillant. On lui
préférera la répons® dans les applications ou I'amplitude des oscdlzi
doit impérativement rester nulle.
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4. Fonction de transfert temporelle.

Un systeme peut étre modélisé par un schéma ble¢tpeat s(t) sont des fonctions
temporelles reliées par h(t) appelée fonction dedfiert ou transmittance en t (t pour

t .
emps) st

U ho

s(t) = =h(t) . e(t) ou bien h(t) = s(t) / e(t)

Les variables e(t) et s(t) étant des variables tesiles, on appelle les systemes ainsi
décrits « systémes dynamiques ».
e(t) et s(t) sont des variables régies par deatims différentielles.

n n-1 n-2 n
e(t):En.#e(m En—l.%e(t)+ En-2-9__ e(t)+En-s. ddtn_se(t)+.....#Eo.e(t).

dt

-1 -2 -3
s(t):Sm%s(tﬁ%&.%s(t)+Sm—2.%s(t)+8m—3. gtr;_3s(t)+. A+ SS(L).

dm—3

dtm—3

En 9" et)+Enas. 9" et)+En-2.9" - e(t)+En-3.9"e(t)+.....+Eo.e(t)
n—— +En-1—— +En-2.—7——— +En-3—/—5 +.....7+EO0.
dt" dt" dt"2 dt"3

sm A sty +Sa. A7 )+ S, 4 (1) + S S
HS(t)+ _:LW-S(U-*_ —Z.WS(U'*' —3. S(t)++ S(t)

h(t)=

Toute la problématique de I'étude des systemes\assent en la difficulté d’étude
des équations différentielles.

5. Systemes linéaires, continus et invariants.

a. Systeme linéaire
Un systéme est linéaire si ses équations de rapedsm sont a coefficients
constants 1(t,n,m),En=Cte Sn¥Cte
Cette hypothése engendre une condition de linéfarite : il n’existe aucun
phénomeéne de saturation.

b. Systéme continu
Un systéeme est continu si I'évolution des varialvgsporelles utilisées se
représente par des fonctions continues du temps.
Remarque : Les systémes échantillonnés ne sombpésus, car les variables
ne sont connues qu’aux dates d’échantillonnage.

c. Systéme invariant
Un systéme est invariant si ses propriétés et tarsiiques sont indépendantes
du temps. La méme expérience réalisée a deux diffiaentes donne les
mémes résultats. Par cette hypothese, 'usureoai@éales systemes ne peut
étre prise en compte.

Dans ce cours, nous n’étudierons que des systéméesrés continus
et invariants.
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6. Systémes du®iet 2' ordre : équations caractéristiques.

Le cours de PTSI et PT se limite & I'étude desésysts du ¥ et 2% ordre. Les
équations régissant ces systémes sont donc desodgudu £ ou 29 ordre ayant les

formes suivantes :
a. Systéme du®ordre:
So.s(t)+5.9ED) d(s(t)) ASO) g, ety

ou bien
S.5(t)+S1. OI(S(t))-Eo e(t)+Er—= d(e(t)) : équation généralisée d'un systéeme tu 1

ordre.

b. Systéme du™ ordre :
2
S.5(t)+5. ést(t))+sz.d é‘:'(zt))—Eo.e(t)

ou bien
2 2
S.sH)+s.d ((;(t)hsg.d é‘:’gt))—Eo.e(t)+E1.d ((jj(t)hgz.d f;gt)) : 6quation

généralisée d’un systéme dif ardre

c. Remarque :
On appelle généralisées, les équations pour ldeguagdparaissent les dérivées

de I'entrée.
Ce type de fonction permet I'étude des perturbatsumr un systéme bouclé.

7. Construction du modele.

a. Modéele de connaissance :
Le modele de connaissance est le modele théorlgberé lors de la
conception du systeme automatique. Ce modéleasdré a partir des lois de
la physique appliquées aux constituants mis en@su@’est ce type de
modele qui sera étudié en PTSI et PT.

b. Modéle de comportement :
Le modele de comportement d’'un systeme est élg@réxperimentation.
Le systeme modélisé est réel, et est soumis aoflestations type,
parfaitement connues. Les réaction du systéme sotigstations permet de
donner un modele théorique comparable. Ce domaitawtomatique
s’appelle I'identification, et sera abordé en cyalgenieur.
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Chapitre 2 :
Algebre des schemas blocs.

1. Schémas blocs : éléments constitutifs.

Pour représenter graphiquemenrdttaicture d'un systéme asservi, on utilise donscléma bloc. Cette
technique de représentation utilise trois élémedatbase :

a.Le bloc : H

E — — S

>—H [E

Il représente une fonction de transfert ou trartamiie. Il a une entrée et une sortie. Les fleches
sont orientées de I'entrée vers la sortie.

b.Le sommateur : E,

E, S

S= EL-lE-iEZI— Es

Il peutavoir plusieurgntrées mais une seule sortie. Les signes + oso€i@s aux branches
entrantes précisent si I'entrée s’additionne osmestrait.

c. La jonction : Point de
préléevement

H {x s

E — >

S' D

Unebranche de prélévemenprend le méme signal que la branche principale Baffecter
(pas d'atténuation).

2. Algebre des schémas blocs.

a. Blocs en série :

Hi H, Hs H

E — > > —— S a) E — — S

La fonction de transfert de 'ensemble est égalpraduitdes fonctions de transfert de chaque bloc.

H=HaiH2[H3

b. Blocs en paralléle :
H,

E of M2 s & e —| " |—s
Hjs |

La fonction de transfert de 'ensemble est égdtesommedes fonctions de transfert de chaque bloc.

=Hi+H2+
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c. Déplacement des sommateurs :

- ~ ~
/ g N
H H
El > S “ El — S
E - H
2 > - ~ S E2 —_)
» \
H H
E; > S & & — S
1/H
E2 E2 -
d. Déplacement des points de prélevement :
Point de =
gle t ~
pré evem;n\ , -, N
H H
E > — S @& E 2 — > S
> o 1/H ,
-—— S(P Point de ” — S
- S PN
g \ prélévement
H ; H
E — > S &= E > — S
. H
— S — g
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3. Calcul des fonctions de transfert des systemesléauc

Soit un systeme représenté par le schéma blocsspds :

€
E H > S

a. Définitions :

* E, signal d’entrée du systeme est appelé : « cnasig

» ¢, différence entre la consigne et le signal deuregést appelé : « écart ».
* H est appelé : « chaine directe »

» K estappelé : « chaine de retour »

* Lorsque K=1, on parle de systéme a retour unitaire

b. Fonction de transfert en boucle fermégH

La fonction de transfert en boucle fermé (notée F)T&st la transmittance reliant

SakE.
HBF:%
Ona: S=He=H[E-S)
Or: S=KIS
- - H
d’ou 3L(1+K[E‘|)=H[EE = HBFW

c. Fonction de transfert en boucle ouvertgfH

On définit la fonction de transfert en boucle oteénotée FTBO) comme étant le
rapport entre I'image de la sortie (S’) et I'écart

Pour la calculer (ou la mesurer), on ouvre la bode retour a I'entrée du

sommateur.
€
E H > g
Heo=S=KH .
5 S 1/[ K |,
Ouverture
de la boucle

d. Relation entre FTBF et FTBO.

On remarque que la FTBO est le produit de la chdieete et de la chaine de
retour.

On peut donc écrire : Hee=_H
1+Heo
e. Cas du retour unitaire. € H
E @— : S
S T

Ouverture I
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Dans le cas d’un retour unitaire, la fonction damsfert en boucle ouverte
(FTBO) est la chaine directe.

. — Hso
Dans ce cas, on peut écrird: T+Hso

f. Transformation en systéme a retour unitaire.

Un systeme avec une chaine de retour non unitauregtre transformé en
systéme a retour unitaire :

€ S E €
E _.®_. H > = H K 1/K ,
S I_ K |, S

On remarque que la sortie du systéme reste inélgang

4. Exemples.

a. Calculer la fonction de transfert équivalente montages suivants :

E_> H, H, Hs §

G |
G2
Gy
E Hq H, VS
G | | &
E Hq H, S

G, e

b. Mettre les deux premiers montages sous forme dérmes a retour unitaire.
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Chapitre 3 :
Transformée de LAPLACE

Approche de I'automaticien.

Ce chapitre n’a pour objet que de mettre en glexeonnaissances nécessaires a I'étude des sgsteme
asservis en CPGE. La transformée de LAPLACE seidié, d’un point de vue mathématique (démonstratio
des théoremes) en classe de PT.

1. Définition.

A toute fonction f(t), définie pour t > 0, on faibrrespondre une fonction F(p) de la variable cexpl
p =a +j.b, que I'on appelle transformée de LAPIEAGE f(t) définie par :

F(p)=L(H)=]e i)t
0

Remarque :
« Pour que F(p) existe, il faut que :
o f(t) soit intégrale
o e"'f(t) converge quant t tend vers
e Latransformée de Laplace ne s'applique qu’auxtfons causales (telles que f(t)=0 pour t<0).
« Dans la littérature américaine, la variable p etéa s.

« Onnote F(p) (f(t) et f(t) =L (F(p))
2. Propriétés.

a. Unicité.
A f(t) correspond une et une seule transformée, EfpEciproquement.

b. Linéarité.
Soient f(t) et g(t), deux fonctions dont les tramefées F(p) et G(p) existent.

L(ACH(t)+uG () )AL () M (9(t) A (p) UG (p)

La transformée inverse est elle aussi linéairesiain

L {OBF(p)+UG(p) AL F(p) U@ G (p) AL +UIG (L)
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3. Calcul de la transformée de la dérivée d'une famcti

a. Transformée de la dérivée premiéere.

Par définition, d(y(t)) I pt[ﬂ%lt je PIE(y(t))

On pose U=¢ ™ et dv=dy(t), puis, on intégre par partiﬁl;lF[UM]—J’V@u

d(y“”) Ho-y0)] +pq‘1e Pyt

L= piv(p)-y(0)

Si les conditions initiales sont nulles, y(0) =alrs (d(y(t))) DM(D)

b. Transformée de la dérivée seconde.

(d(y(t))) PY(p)-Y(0) , donc L(dz(y(t))) p[Il(d(y(t))) y(0)

LY pyo)-yol-vio
LV puy0)-py(0)-y0

Si les conditions initiales sont nulles, L(dzg:g[))): DZ[Y(D)

c. Transformée de la dérivé&™

En procédant par itération, on montre, pour deslitions initiales nulles,

L(%):p”wp)

d. Equations différentielles
temporelles.
dt?

L'application des résultats precedents permet at&adans le domaine de Laplace, si les
conditions initiales sont nulles :

S(p)=Eo.E(p)+E.p.E(p)+E2.p*E(p)

On peut donc constater qu’'une équation différdet@hns le domaine temporelle se
transforme en polyndme en p dans le domaine deatai les conditions initiales sont nulles.
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4. Théoremes généraux.

A
a. Théoreme du retard.
t
Soit une fonction f(t), de transformée F(p). f(t) 99
Soit une fonction g(t) telle que g(t) = f(t-T).
g(t) est la fonction f(t) retardée d’'un temps T
(o]
— —| -t s L
L(g(t)=L(f(t-T)=[e P'Oi(t-T)dt T >
0 >

Soit t—=T=u=du=dt ett=u+T
On peut donc écrire ;

L(g(t)):Te‘ PUDE(U)du=¢ pTTe‘ PUF(u)du
0 0

dou: | L(f(t=T)=L(g(t))=e P E(p)

b. Théoréme de la valeur finale.

Soit une fonction f(t), de transformée F(p).

On montre que tlim (f(t)):LimO(p.F(p))

Ce théoréme permet de trouver la valeur finale dignal temporel en ne connaissant que sa
transformée de Laplace.

c. Théoréme de la valeur initiale.

Soit une fonction f(t), de transformée F(p).

On montre que lirT(])(f(t)):Lim (p.-F(P)

Ce théoréme permet de trouver la valeur initialexdignal temporel en ne connaissant que sa
transformée de Laplace.

Ces deux précédents théorémes permettent d’envigaggour obtenir un certain nombre
d’'information sur un systéme étudié dans le domdmeaplace, il ne sera pas nécessaire de
retourner dans le domaine temporel.

5. Transformées des signaux usuels.

Trois signaux usuels sont utilisés comme entrgasstges systémes a étudier pour observer leurs
comportements. Ces signaux sont :

=  L’impulsion

= L’échelon

= Larampe

a. Echelon unitaire (échelon d'Heaviside).

L'échelon d’'Heavisidey(t)) est aussi appelée fonction existence.

Elle se définie ainsi : A ¥(t)
= y(t)=1pourt0 1
= y(t)=0pourt<O

t
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On remarque que toute fonction non nulle pour tdeGient causale lorsqu’elle est multipliée

pary(t).
L(Vt)=T ()= je-pty(t)t

Pt 01|-1 _1
r(p) je = l p[ [_p} L =L
Remarque :

Si I'échelon n’est pas unitaire, mais d’amplitugeatransformée e%

b. Impulsion de Dirac.

L'impulsion de Dirac §(t)) est un signal d’amplitude infinie, et de sgdaunitaire.
On la représente ainsi : 3(t)

1/At

S0)

On peut remarquer que-—- "~

v

Ce qui permet d’écrire quh(ﬁ(t))—A(p)= pr (p) At
or, I'(p)=% d'ou : A(p)=1

c. Rampe (commande en vitesse).

La fonction rampe (v(t)) est définie paft)=1.t dans le cas d’'une rampe unitaire.

On peut remarquer qué~—-* d(v ( ) ue—2-=y(t)

v

Ce qui permet d’écrire quh(v(t)):V(p)—r(pp)

or, M (p)=L dou: | V(D=1
r, F(p) b ou 0’

Remarque : Si la rampe n’est pas unitaire, maes ¢gle v(t) = a.t, sa transformée e%

P

6. Exemples de calculs de transformées de fonctions.

a. Transformée de I'exponentiell@eavec a>0

L al) J‘e—pt@—at.t_.[ -(Pra)[gt

Le™) :p_Tla e'(p“")m]0 :pTla[O‘l]

L™= g
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b. Transformée des fonctions sinus et cosinus

Soient : M =L(COS@t))=Ie_ Plcos(t)dt
0

N=L(sint))= j & Plsin(oot) @t
0
Calculons : M+ )N I.[e' Plcosot)dt+ | [ﬁe' Plsin(eot)dt
0 0

M +jN= j & P{(cosot)+ jSin(ot))dt
0
or, (cos(t)+ jSin(wt))=e!“* (Formule de Moivre)

M+jIN= .[ e(-p+jw)tt:ﬁﬂ e(-p+jco)t]:)°
0

M+jB=—21 Joq= 1 =PH¢
“priol T pje po+of

Par identification on peut écrire : D
L(cos@t)=——;
Ptw

L(sin(wt)=

2
P+’

7. Fonctions de transfert dans le domaine de Laplace.

En appliquant la transformée de Laplace aux équetiiférentielles régissant les systemes
automatiques, on obtient de nouvelles équationsmermettant d'écrire les fonctions de transfertsda
le domaine de Laplace, appelées transmittance en p.

a. Systéme du®ordre.
Un systéme du premier ordre est représenté pagqunetion différentielle du premier ordre du

type :

So.s(t)+5.9ED) d(s(t)) ASO) g, ety

Cette équation devient dans le domaine de Laplace

S.9(p)+S1.plS(p)=Eo.E(p)

On en tire la fonction de transfert SpP)_ Eo

E(P) So+S[P
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b. Systéme du" ordre.
Un systéme du second ordre est représenté paquadan différentielle du second ordre du

type :

2
.5+ ést(t))+sﬂ.d éj(zt)):Eo.e(t)

Cette équation devient dans le domaine de Laplace

S0.5(p)+S.pS(p) +S. pIS(p)=Eo.E(p)

On en tire la fonction de transfert S(p) _ Eo

EQ) $+SH+SH’
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Chapitre 4 .
Systéme du®lordre

1. Définition, équations du systeme.
Un systéme du®iordre est un systéme dont I'équation caractétistigt de la forme :

So.s(t)+81.@=Eo.e(t) ou bien,So.S(t)+Sl.$=Eo.e(t)+E1.@ dans le cas

d’un systéme du®iordre généralisé.

Dans cette étude théorique, nous ne traiteronsegugystémes de la premiere forme.

a. Transmittance en p.

La transformée de Laplace de I'équation caractguistpermet d’écrire :
Eo

_ S(p) _ Eo _ So
S [H S [(p[B(p) = EoE(p) = = =
(P)+ (P) (P E(p) So+Silp l+p[§l
So

On écrit:H(p) = S(p) -_K avec :
E(p) 1+70p

Eo . .
. = = Gain statique du systéme
VO

S
e T =— constante de temps du systéme.
0

* H(p) : transmittance en p du systéme, ou fonctetransfert.

b. Exemple:
A A
Soit le circuit RC du schéma ci-contre.
On peut écrire : R
Q=CIs(t) e(t) ——I
dQ=i(t) =C BLZ?))
e(t) = s(t) + RI(t) = s(t) + RC (Zit))
1
E =S(p)(1+ RCp douH =
= E(p) = S(p)( P dou H(p) 1+ RCp
o K=1
o 7T=RC
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2. Réponses temporelles d’'un systéeme dortre.

Dans ce paragraphe, nous allons étudier les répalise systéme du™lordre aux sollicitations types.

a. Réponse impulsionnelle.

La réponse impulsionnelle est la réponse d’un syst& une impulsion de Dirac.

e(t) =o(t) = E(p) =A(p) =1

mm:ﬁ%;:am:amuﬂm:ﬁiymu qo=é%&6

A

Tracé de la réponse :
» Tangente a l'origine :

d(st) __K - )

dt - r’
s'(0) = —52 et s(0) = K
T T

K/t

» Equation de la tangente a l'origine :

K K _ K
-——t+—=— (1——) coupe I'axe des abscisses pourtt = t

> T T
e Valeur finale
!im(S(t))=0

v

b. Réponse indicielle.

La réponse indicielle est la réponse d'un systeme échelon d’Heaviside.
_ _ 1
e(t) = y(t) = E(p) =T (p) =D

K

— = S(p)=E(p)H(p)=————
H(p) = Tp: (p) =E(p)H(p) o+ 1)

Pour retrouver I'équation temporelle de la répandeielle, on décompose S(p) en éléments
simples.

On pose :S(p) :é+ B dou S(p) = Al+1p)+Bp - A+ p(AT +B)
p 1+ P+ ) p@+m)

Par identification,A= K et B=-KTr
1 T 1 1
Donc, S(p) = K [{— - =KQ—--—")
p 1+ p 1

“+p
T

Dou | s(t) =K(L-¢')

Tracé de la réponse :
+ Tangenteal origine

d(zit)) — [&7% pour t=0,'(0) =

La tangente a 'origine coupe I'asymptote s(t)=Kipt=
C’est une méthode graphique pour trouver la cotstd@ temps d’'un systéme du
1%" ordre aprés un essais avec une entrée en échelon.

Systéme du* ordre Ch. MARCHAND ICAM NANTES



C.

» Valeurs particuliéres :

pour t=, s(t) = 0,63 K
pour t=3r, s(t) =0,95K
» Temps nécessaire pour que s(t) atteigne 99% dedkn
099K =K (l-e%) = g/ = 001 4
K o
Dou t = 4,61

* Valeur finale :

_ . K _
(o) = IF!EY(I)(p(S( p)) = l;m)(p E'm) =K

v

Réponse en vitesse.

La réponse en vitesse est la réponse d’'un systame eampe v(t).

e(t) = Eov(t) = E(p) = EV(p) =%
_ K _ = KB
H(p)—1+m:S(p) E(p)H(p) o’ L+ 1)

Pour retrouver I'équation temporelle de la répdndeielle, on décompose S(p) en éléments
simples.

On pose :S(p) = KEo(A2 +E + ) d'ou
p° p 1+
2 2
S(p) = KEO(A(1+ mp)+Bpl+mp)+Cp )= KEO(A+ p(AT+B)+p (Br+C))

p’ (L+ 1) p* (L+1p)

Par identification,A=1, B=-7,etC = 72

T rz

1
Donc, S(p) = KEo[— —— +
p° p 1+m

r’ r

+p 1,
r

=r(e%) Doi S(t) = KEo(t —7 + Te_%)

p

Tracé de la réponse :
» Tangente a l'origine :

@ = KEo(l- /%) pour t=0,5'(0) =0
La tangente a I'origine est horizontale.

e Asymptote pout — o
Pourt — oo, s(t) = KEo(t —7)

0 L’asymptote coupe I'axe des abscisses pour t=
0 SiK#1,lasortie du systtme du systeme s’écarte imaédint de I'entrée.
o SiK =1, lasortie du systéme suit I'entrée avecatarct
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Erreur de trainage :

L'erreur de trainage; est la différence e(t) — s(t) quant e(t) est wmpe.

& = (e(t) — s(t))

Sik=1, & =Eol-Eo(t—7+e/t)

& =Eo¥(l-e%)

K=1
Etr
e(t)=KEo.t
s(t)

K<1

e(t)=K

s(t

> t

> t

T

lim & =Eol¥

t—>00

s(t)

K>1

KEo.(t-1) e()=KEo.t

v

3. Réponse fréquentielle d’'un systéme diotdre.

Dans ce paragraphe, nous allons étudier la régbusesystéme du®iordre a une sollicitation

harmonique : e(t) = EO siaf).

Cet essai se fait a fréquence variable, et permetettre en évidence I'évolution des caractérissogn
fonction de la pulsatiom. 1l trés fondamental dans I'étude des filtresatgil’analyse de la stabilité.

H(P) = &) = TapEp L E(P) = B0t

E(p) 1+7rlp

K

2

KEow

S(p) = H(p) (E(p) = —

KEow

S(p) =

T(;’f pP)(P - jw)(p+ jw)
KEow

P r(i+ 0)(cf + p?)

1
On posea = —
T

dou  S(p)=

r(p+a)(p-ja)(p+jw)

Décomposition en éléments simples :

B

_KEw [ A
SR = [E(p—wa(p

- +
+jw) (p+a)

_ Kan)[E 1 }
7 [(pra)(p-jw)(p+jw)

|

on cherche donc A, B, C tels que :

1
{(p+a)(|0- jo)(p+t jw)

H

B C }
+ +
(p-jw) (p+jw) (p+a)

Recherche de A : on multiple les deux termes(gar j &)

1

(p+a)(p+je)

1

_ s B(P-®) , C(p-jw)

(ptjw)

(p+a)

_B(p-ja) _C(p-ja)

A= .
(p+a)(p+ ja)

Systéme du* ordre

(p+jw)

(p+a)
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Sip=ja
1 1 1
A=— = — = :
(jwta)(jw+jw) -2/ +28w 28 -w)

1

A= ———
2jua+t jo)

Recherche de B : on multiple les deux termes(jart j &)
_ 1 Ap+ie) C(p+ie)
(p+a)(p-jw) (p-j@)  (p+a)

Sip=-ja

1 1

(- jW)(2jw)  -28jw-24F

B:;
2jafa- jw)

Recherche de C : on multiple les deux termes(jat a)

_ 1 _Alp+a) _B(pta)
(p+ja)(p-jw) (p-jw) (p+]jw)
Sip=-a
1

" (a- jw@+ )

©* azia)2
On peut donc écrire :
1 -1 1
5(p) = KEo@ | 2iaat @) | 2jaa=ja) , o+ af
r (p- @) (p+jo)  (p+a)

Et on en tire s(t) :

KEow| 1 1 4 1 » 1
s(t) = jot _ Siat | 4 -at
== ij(aﬂw% a—jw% ] a2+af% }

. N (7

Or, a+ jw=4a’+ ¢ &7 avecy = —arctg—
a

. ) (7

et, a-jw=+a’+ & avecy = —arctg—
a

s(t) = KEO&){ : ( L (¥ i« -e? @_JM)]+ . 1 : %at:l

4 2 j w \/az + a)z a tw
S(t) = KEow| 1 1 (ej(ax+¢) - —1(ax+¢)) L1 Y
4 2]0) \/a2+a)2 a2+w2
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&' = costut + ¢) + | [Bin(at + §) et & = cos@t +¢) -  Bin(at + )

S(,[)_Kan) 1 [ cost+¢)+ |jSin(at +¢)) —(cosed + @) — j [Sin(at + ¢@)) N 1 B
1 | 2jw Ja2+ of a+of

_ KEow| 1 2] $in(et + @) N 1 e _ KEow sin(ax+¢)+ 1 &
T | 2jw| @2+ F a’+of T | wja?+ef atd

KEo sin(wt + ¢) N KEow 1
1 ., o1, 5

s(t)

Py

1
or,a==, dous(t) =
T

- +w F +w
donc : S(t) = —KEO sin((,ot + ¢) + KEOZOJI'Z @‘%
1+ Tzwz 1+1t°w
Avec :

KE :
« Régime forcé ou permanent ou étabti= ° sin(at + @)
1+ 7% af

, . . EO(U[ _t
* Reégime transitoire : >

1+1°w

Seul le régime forcé sera étudié en CPGE.

Il peut se mettre sous la formest) = Eo[$in(ct + @) = So[Sin(at + @)

K
Vi+ /i1t

Avec :

Remarque :

Calculons H@) H(jw) =

1+ jowr
Kz et Arg[H (ja))] = —arctg(wr)

H(jw)| = ——
HGal=

On remarque que H¢) a méme phase et méme module que le régime fert@réponse fréquentielle.
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4. Représentation de la réponse fréguentielle.

Les diagrammes représentatifs de la réponse frégliersont basés sur la qualité du module et de
I'argument de H¢p) qui correspondent a ceux de la réponse en fréguen
Il existe trois diagrammes :

e Diagramme de Bode :

o Untracé deﬂH (ja))” = f(w)
o Untracé deArg(H(ja) = g(«)
e Diagramme de Nyquist :
o OnécritH(jao)=0(H(j«))+0OH(jw))
o Ontrace(H(jw))=f(O(H(ja)))
e Diagramme de Black :

o Ontrace :||H (ja))” = f(argH (jw)))

a. Diagramme de Bode.

H(p) =

= H(jw)=—
1+7(lp 1+ jor

i. Diagramme du module :

Le module de H¢p) est calculé en dB :

||H (JCU)” = L = & : rapport d’amplification
1+ TZa)Z Eo
|H(ja)||,, = 20logK - 20log(1+ 7% )
e Siaw - 0:
r’of <<1=|H (ja))”dB = 20logK Asymptote horizontale pour les basses
fréquences.

r’of >>1= ||H(ja)|,, = 20logK - 20log(w(F) = 20logK - 20log(w) — 20log(r)
|H(iw)|,, = 20Iog§ — 20log(w)

K
o 20log— est une constante
4

o —20log(a) signifie que si» est multipliée parl0 (une décade), s(t) est
atténuée de 20dB. En coordonnées semi-logarithmmsjgeephénomeéne se traduit
par une asymptote de pente -20dB/décade.

* Intersection des asymptotes :
Les deux asymptotes se croisent pour une pulsatioslle que :

20logK =20logK - 20log(ac) — 20log(7)

1 :
log(ax) = —log(r) = ar == : Pulsation de coupure
T

On peut donc tracer le diagramme asymptotiquedidule :
A

20Log(K)

-20dB/décade

» Log(w)

o=lhk
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20Log(K) -

* Quelques points de la courbe :
o Poura =ac

|H(ja)|,, = 20logK - 20log(+/1+1) = 20logK —3dB

o Pourc = 01l
IH(ja)|,, = 20logK —20log(y1+ 001) = 20logK - 004dB

o Pouraw =10[ e
|H(jo)|,, = 20logK - 20log(v1+100) = 20logK —2004dB

On peut tracer la courbe de module approchée :
A

3dB

-20dB/décade

ii. Diagramme de g phase :

La phase, ou argument de bjest 'angle¢ = —Arctg(wr) .

La phase est indépendante du gain statique K.

e Siw - 0-: g -0 ¢ A
b Siaw —» © : ¢—>_900 ®
c Sia=ac: @ =—-Arctg(l) = -45° >

« Sia=0lla: ¢@=-Arctg(0) =-57°
« Sia=10lac: @ =-Arctg@0) =-843°
On peut tracer la courbe de phase approchée :

—
-909 \\

Attention : le diagramme de Bode n’a de sens que s'il est corapldonc avec la courbe de

module et la courbe de phase..

b. Diagramme de Nyquist.

Systéme du* ordre

Le diagramme de Nyquist est la représentation @e)Hians le plan complexe. Il est donc
nécessaire de calculem(H(jo)) etR(H(jo))

K :K(l—jwr)_ K . Kt

H(jw) = = -
(J ) l+](,0-[ l+(.02Ele l+w2|:l|_2 J 1+(.02E|.LZ

La courbe représentative du systéme dans le plapleae, appelé lieu de Nyquist est
'ensemble des points de coordonnées x, y tels que

-Kaowr

ty:—1+w2§2

x=— e
1+ of 7

* Quelques points de la courbe :
o Poura =ae

2 2
o Poura=0
x=Key=0
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o Pourc — o
Xx=0ety=0
e Allure de la courbe :

On montre que le lieu de Nyquist d’un systéme Yortire est un demi-cercle de
centre (0,K/2) et de rayon K/2.

K.? 2_,K
Pour cela on montre que(De—E) +(0m)" = (E)

| MHG) 4
~ RH(o))

c. Diagramme de Black. 0=0¢

Le diagramme de Black est proche du diagramme die Buais il n’est représenté que par une
courbe, ce qui en fait un outil de synthese tréiséit

Il est donné par la courdlsH (ja))” = f(argH (jw))

» Construction de la courbe :
Elle se fait point par point a partir du diagramdeeBode, ou par calcul de quelques
points.

* Quelques points de la courbe :

0 [H(jo) argH (j«)
0 20.log(K) 0
® =0,1m, 20.1og(K) -5,7
® = O 20.log(K)-3dB -45
o = 10m, 20.log(K)-20dB -84,3
W—00 -00 -90
A
é IH (e
-90° .
! ¢
! Sens des
?V croissant
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Chapitre 5 :
Systéme du'® ordre

1. Définition, équations du systeme.

Un systéme du" ordre est un systéme dont I'équation caractétistiest de la forme :
d(s(t t))?
So.s(t) + Sl-% +S2 (Z(Z)) = Eo.e(t) ou bien,
t

So.s(t) + Sl.M +S2 M = Eog(t) + Ex GQ) + E2 Eq(e(t))z dans le cas
dt dt’ dt dt?

d'un systéme du™ ordre généralisé.

Dans cette étude théorique, nous ne traiteronsegusystemes de la premiére forme.

a. Transmittance en p.

La transformée de Laplace de I'équation caractgustpermet d'écrire :

Eo
S IB(p) + S pCS(p) + S PP CS(p) = Eo[E(p) = 2(()) SO+51§)°+82@) B; =
1+p +p

S

b. Forme canonique :
Il existe 2 formes canoniques pour les systémeZtordre :

« 1%*forme (la plus courante) :

On écrit:H(p) = S( p) = > K
E(p) 1,2 E"r T+ = [p
C(,n
. 2™forme:
S(p) _ w’ K

On écrit:H (p) = =— 5
E(P) w'+20Lnlp+p

Eo . . R
o K= ? : Gain statique du systéme
0

1 S So . R
0 i X N el pulsation naturelle du systéme

w o Sz
o] 2—[62&35,:@%2 St : coefficient d’'amortissement réduit du

wn S 2 20 S9S

systeme.

2. Réponses indicielles d’'un systéme dtic&dre.

La seule réponse temporelle étudiée sera la régbuseystéme du"ordre & un échelon
d’Heaviside.

e(t)=y(t):E(p)=F(p)=%
K

S(p) K
H(p) = = :»s = E(p)H ——D
(p) E(D) 1+2g 1 (p) =E(p)H(p) 1+2g

Ccn

! o

Cbn

Systéme du" ordre Ch. MARCHAND ICAM NANTES



» Etude du régime établi.

0) = lim (P(S(p)) = lim (PCE & A =0
s(0) m(p( (p) 'JE‘KL(p o', 2 12E|o2)
Gh n
K
S(w)—llm(p(s(p))—llrrg)(p%ﬂ o, el
Ccn
Pente a l'origine.
d@»_ K —0)=fim (3} =
"= lim P(SP) - s(on-!J.m;o((|m¥ml+ZEEm+ T 0G0
Wn n

La tangente a l'origine et horizontale, ce quidiéf des systémes dti ardre.

e Etude du régime transitoire.
K 1 w’ K
S(p)= 25? 1 2 P w2 Ipr
o+~ S P P

Pour étudier le reglme tran5|t0|re, il faut replaBép) dans le domaine temporel. Pour ce
faire, il est nécessaire de faire une décomposit@B8(p) en éléments simples.
Cette décomposition est faisable si le dénominagstiun produit. Il faut donc factoriser le
dénominateur grace a la recherche des poles de S(p)
Nota : on appelle pbles les termes qui annuledél@minateur.

o0 Calcul des pdles.

28 v L 220 o g+ 2 T+ pP=0
Gh h

D= (anE) -’ = a’ (£ D)

o 1°casé>1=A'>0
L'équation des pdles a deux racines réelles pesitiv

P1=-¢an —a)w\/fT—l
P2 =—-fan+ a)n\/fT—l

Onposeli=— et7T2= F en remarquant que, malgré leurs écritarett,
1 2
sont des réels, non des constantes de temps.

S(p) devient :

K Qa? 1 K Ca?
S(p) = —B— 1
P (p P){p-P2) p (p+)Qp+)
71 72
1 K 2 1 K 2
S(p)=—0 1+r1p Qb:hHrzp =50 = 1
PR P arnpi+rpo -
EN )
Remarque 7112 = _—1 E!—l ! = B ! =
P P —éan—an|E -1 ~éan+an|E -1
Tilf2= L L

fza)]z—a)]z(\/z)z 520112_601252"'&)12
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Tlﬁzziz
Gh

D'ou :

S(p) =1k

K L 1D K

p (+Tp)[(+72p) 2a? P (L+71p) [+ 72p)

La décomposition en éléments simples est de lagorm

C

S(p) =K (2
Y

+ )
@+7p) @+72p)

= Calcul de A : On multiplie les deux termes par p

1

Bp+Cp

= A+
@+ 7rp) LA+ 12p) @+71p) @+712p)

Si p=0,

A=1

= Calcul de B : On multiplie les deux termes partgpy

1 _ @+ rlp)+B+C(1+ p)
pLl+72p) p @+72p)
Si p:__l 2

T1 B = n
I>2—T1

= Calcul de C: On multiplie les deux termes partfy

1 _ (1+sz)+ B(1+T2p)+C
pLA+7:p) p @+71p)
Si p:% C = 1,2
7[1—172
Dong, :
— 1 1 1 T22 C
P =K( p * I2—n D(1+ ip) ¥ n—rz D(1+ sz))
D’ou
S(t) = K+ Qa2 %)
I2—11
1.0
0.8 -
0.6
0. 44
0.2
D " D [ [ I I I
0 5 10 15 20 25
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o 2®™casé=1=A'=0

L’équation des pdles a une racine réelle doUBle= —an

-1 -1
S( )_i KQL)wz KQLhZ P12 K%ZD P .
2
—P]_ _Pl
-1 1
Onposel =—=—1
P. an
1
. KGQw | w? 1
S(p) d t:S(p) = B =K
p) devient :S(p) 0 (Tp+l)2 (p l+Ip))
Décomposition en éléments simples
C
sip) =Kk = +
(P) = K( E{—) (p (1+ "
= A@+2mp+p’r’) +B(p+7p?)+Cp=1
A=1 A=1
= 2r+B+C=0<<B=-1
r’+Br=0 C=-r1
Diou S(p) = K (= - )
(1+rp) (1+m)
L )= ¥
On donne =— r
(1+Tp)2 r° _y t _y
Ce qui permet d’écrire : S(t):K(l—e T_¥@ T)
1.0
0.8-
0.6
0.4-
0.2-
0.0 T T | T T
0 5 10 15 20 25

o 3FM™caséf<1=A'<0
L'équation des pdles a deux racines complexes gogges.

Systéme du" ordre Ch. MARCHAND ICAM NANTES



Systéme du" ordre

Pi=~wn+ jam/1- & = —an(é - jy1- &)

P2 = ~§an = jamf1=& = ~an(§ + j1- &)

Si on pose = cos@) alors,y/1— & =sin@@) donc,

1-&°

Pi=-an(g % et P2=—an[¢"9 avecl = arctg(

)

1 1 A B C
S =K (= [ =K 2(=—
() =K e T hy =Py G (oory T (p-Py)

= Calcul de A : On multiplie les deux termes par p
1 _ A+ Bp + Cp

(p-P)dp-P2) ~ (p-P) (p-P2)
Sip=0, A=

)

P:P2
PiP2 = ([ - {1~ &) @ {8 + V1= &) =’ &+ w [1- &)
PiP2 = 2(sin(@)’ + cos@)?) = w’
D’ou
A=t

C()IZ

= Calcul de B : On multiplie les deux termes par (p-P

1 :A(p—P1)+B+C(p—P1)
pUp-P2) p (p—P2)
Sip=P: ! =B= P2

P.1[(P:1- P2) w’{P1—P2)
Dot
o ol P
w’ (Pi—P2)

= Calcul de C : On multiplie les deux termes par {p-P

1 :A(p—P2)+B(p—P2)+C
plp-Py p (p—Py)
Si p=P2 1 =C= Py
P2[(P2-P1) w’{P2—Py)
D’ou 1 P:
w? (P2—Py)

On peut donc écrire :

P2 E 1 P1 1

1
S(p) = K 0= x
(p) mp-'—(Pl—PZ) (p—P1)+(P2_P1) (p_PZ))
On en tire :
_ P2 Py P e
=K ) eopy € )

Ch. MARCHAND ICAM NANTES



P1=—cn [
o P2=-wn g
it :
n connal Pi—P2=2[] B«,h[{/l—ifz

P2— Pi= 20 [ G[1- &

_ME}JH 1Ty i
S(t) =K H1+ @Plt
20 L {1-¢& —2[]%@/1 g
s(t) =K [ql-L @enté-i-E) +—@_m( iy
20 Q/1-& 27 Q/1- &
s(t) =K - o [g/Ten =& +6) +L§m [g/Ten & )

200 G1-&2 200 G/1-&2

e " jany1-& +6) _ - Tanty1-& +6)
s(t)=K[]1——[Eer Eoo_ g itant }
200 G/1-&2
—wnEfEﬂ }

s(t) =K 1 ZHWE[QJBm(MEﬂ 1- £+6?)

S(t) = K )1- S [Ein(cw[ﬂ 1—52+e)

La réponse temporelle comprend un terms'm(a,h M4/1- EZ) si é <1.

Dans ce cas, on parle de pseudo période, carrlalsigentrée n'est pas périodique.

La pulsation de pseudo période est b = n1— 52
1.4
1.0 \_/
0.64
0.2

» Dépassement.
Si &)1 , il y pseudo pulsation, et la valeur finale eipassée au cours de I'établissement

du régime permanent.
On peut montrer (recherche des valeurs annulatérigée de s(t)), quebremier
dépassement :

o alieu pourt:t1=¢ ,
om/1-€2

t I t D1: =
0 el Sa valeur es :eF
1-§
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{

Abaque donnant la valeur du premier dépassemgehfonction de& pour K=1

Remarque :

On exprime souvent le dépassement en pourcentagevekeur

_Valeumaxi-Valeufrinale

finale : D1

Systéme du'® ordre

Valeuifinale
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